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ABSTRAK 

Riwayat Artikel: 
Teorema titik tetap Caristi merupakan generalisasi dari titik tetap Banach. Teorema 

titik tetap Banach menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap di ruang yang 
lengkap dan fungsi kontraktif. Titik tetap Caristi menggunakan fungsi f:X→X dan fungsi 

lower semicontinuous ψ:X→[0,∞). Pada penelitian ini didiskusikan beberapa 

generalisasi teorema titik tetap Caristi menggunakan jarak-ω sebagai fungsi jarak. 

Fungsi yang digunakan yaitu fungsi T:X→2^X dimana 2^X maksudnya adalah semua 
koleksi himpunan bagian tak kosong dari himpunan X. Selain itu juga dipakai fungsi 

c:[0,∞)→(0,∞) yang merupakan fungsi nondecreasing. 
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1. PENDAHULUAN 

Banyak ilmuwan matematika yang mempelajari titik tetap akhir-akhir ini. Prinsip titik tetap berguna 

dalam menyelesaikan masalah persamaan linear, persamaan differensial, dan persamaan integral [1]. Di 

dalam penelitian ini membahas beberapa teorema yang merupakan generalisasi dari teorema titik tetap 

Caristi. Fungsi jarak yang digunakan adalah fungsi jarak-𝜔. 

Teorema titik tetap Caristi merupakan perluasan dari titik tetap Banach. Teorema titik tetap Banach 

menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap untuk fungsi yang terdifinisi dalam ruang lengkap dan 

fungsi yang kontraktif [2]. Di dalam teorema Caristi, selain menggunakan fungsi 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋 juga 

menggunakan fungsi 𝜓 ∶  𝑋 → [0, ∞) yang merupakan fungsi lower semicontinuous. 

Di dalam penelitian ini menggunakan fungsi bernilai himpunan 𝑇 ∶ 𝑋 → 2𝑋, dimana 2𝑋 maksudnya 

adalah semua koleksi himpunan bagian tak kosong dari himpunan 𝑋. Fungsi bernilai himpunan dapat 

diterapkan pada bidang teori kontrol, teori permainan, dan lain sebagainya [3], [4]. Selain itu, juga dipakai 

fungsi 𝑐 ∶ [0, ∞) → (0, ∞) yang merupakan fungsi nondecreasing. 

 

Definisi 1 [5]. Fungsi 𝑓 dari himpunan 𝐴 kedalam himpunan 𝐵, ditulis 𝑓: 𝐴 → 𝐵 adalah suatu pengawanan 

(pemetaan) sedemikian sehingga untuk setiap elemen 𝑥 ∈ 𝐴 dikawankan secara tunggal dengan elemen 

𝑦 ∈ 𝐵, ditulis 𝑦 = 𝑓(𝑥) dan 𝑓(𝑥) dinamakan nilai 𝑓 di 𝑥. 

 

Definisi 2 [6]. Diberikan himpunan tidak kosong 𝑋. Fungsi 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} disebut metrik pada 𝑋 

jika memenuhi aksioma-aksioma: 

M1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋; 

M2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦; 

M3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋; 

M4. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 dan 𝑧 ∈ 𝑋. 

Himpunan 𝑋 yang dilengkapi dengan fungsi jarak 𝑑, disebut ruang metrik dan dinyatakan dengan (𝑋, 𝑑). 

 

Definisi 3 [7]. Sebuah barisan bilangan real adalah suatu aturan yang mengaitkan setiap bilangan asli 𝑛 

dengan sebuah bilangan real tunggal 𝑥𝑛. Di sini 𝑥𝑛 disebut sebagai suku ke-𝑛 barisan tersebut. Notasi 

〈𝑥𝑛〉 menyatakan barisan dengan suku ke-𝑛 𝑥𝑛 . 

 

Definisi 4 [8]. Suatu barisan 〈𝑥𝑛〉 di dalam ruang metrik (𝑋, 𝑑) dikatakan konvergen jika terdapat suatu 

titik 𝑥 ∈ 𝑋 sedimikian rupa sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 

𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 
 

Definisi 5 [9]. Barisan 〈𝑥𝑛〉 di dalam ruang metrik (𝑋, 𝑑) dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 >
0 terdapat bilangan 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 berlaku 

𝑑(𝑥𝑚 , 𝑥𝑛) < 𝜀. 
 

Definisi 6 [10]. Ruang Metrik (𝑋, 𝑑) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalam 𝑋 konvergen 

ke titik di 𝑋. 

 

Definisi 7 [11]. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑). Fungsi 𝜓 ∶ 𝑋 → ℝ disebut lower semicontinuous jika untuk 

setiap 𝑦 ∈ 𝑋 berlaku 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑦

𝑖𝑛𝑓 𝜓(𝑥) ≥ 𝜓(𝑦). 

 

Definisi 8 [12]. Fungsi 𝜔 ∶ 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) adalah jarak-𝜔 di 𝑋 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 memenuhi 

aksioma-aksioma berikut: 

𝑤1. 𝜔(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜔(𝑥, 𝑦) + 𝜔(𝑦, 𝑧)  

𝑤2. Pemetaan 𝜔(𝑥,⋅): 𝑋 → [0, ∞) adalah lower semicontinous 

𝑤3. Untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga untuk 𝜔(𝑧, 𝑥) ≤ 𝛿 dan 𝜔(𝑧, 𝑦) < 𝛿 berlaku  

       𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀.  

 

Definisi 9 [13]. Diberikan ruang metrik (𝑋, 𝑑) dan suatu pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋. Titik 𝑥 ∈ 𝑋 disebut titik tetap 

𝑓 jika 𝑥 = 𝑓(𝑥). 
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Teorema 1 [14]. Diberikan ruang metrik lengkap 𝑋 dengan metrik 𝑑. Fungsi 𝜓 ∶ 𝑋 → [0, ∞) adalah fungsi 

lower semicontinous, dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah fungsi yang bernilai tunggal sedemikian sehingga untuk setiap 

𝑥 ∈ 𝑋 

𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥)), 

maka 𝑓 memiliki titik tetap. 

 

Teorema 2 [15]. Diberikan fungsi 𝑓: 𝑋 → 𝑋 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 berlaku 

𝜓(𝑓(𝑥)) + 𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝜓(𝑥). 

Maka terdapat 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝑓(𝑥0) = 𝑥0 dan 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

 

 

2. METODE 

2.1 Desain Penelitian 

Penelitian ini adalah penelitian dasar. Penelitian dasar merupakan suatu penelitian untuk menemukan 

suatu generalisasi teori atau prinsip tertentu untuk pengembangan ilmu pengetahuan. 

Penelitian ini adalah penelitian studi pustaka. Metode studi pustaka adalah suatu metode penelitian 

yang mengumpulkan informasi secara mendalam melalui berbagai literatur, buku, jurnal/artikel, referensi 

lainnya, serta hasil penelitian sebelumnya yang relevan, untuk mendapatkan jawaban dan landasan teori 

mengenai masalah yang akan diteliti. 
 

2.2 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitiannya adalah: 

1. Mencari jurnal utama penelitian. Pada jurnal utama terdapat teori/teorema baru yang dibuktikan secara 

singkat oleh penulis. 

2. Mencari beberapa pustaka yang relevan dengan penelitian. Hal tersebut dilakukan untuk menambah 

pemahaman tentang teorema baru dan pembuktiannya. 

3. Menjelaskan tentang penelitian-penelitian sebelumnya yang berhubungan dengan penelitian ini. 

Dicantumkan definisi dan teorema untuk mendukung pembuktian teorema baru. 

4. Membuktikan teorema-teorema penelitian. Sebenarnya teorema baru tersebut sudah dibuktikan, akan 

tetapi buktinya ditulis singkat. Pada hasil dan pembahasan ditambahkan proses bukti teorema-teorema 

agar lebih mudah dipahami oleh pembaca.  

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Teorema 3. Diberikan fungsi 𝑔: 𝑋 → (0, ∞) dimana 𝑠𝑢𝑝 {𝑔(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜓(𝑥) ≤ 𝑖𝑛𝑓
𝑧∈𝑋

𝜓(𝑧) + 𝑟} < ∞ untuk 

𝑟 > 0 dan fungsi 𝜓: 𝑋 → [0, ∞) adalah fungsi lower semicontinous. Diberikan juga fungsi 𝑇: 𝑋 → 2𝑋 

dimana 2𝑋 adalah koleksi semua himpunan tak kosong dari 𝑋 sedemikan sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

terdapat 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) yang memenuhi 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)). Maka fungsi 𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈

𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

Bukti. Didefinisikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) ⊆ 𝑋 dimana 𝑓: 𝑋 → 𝑋. Karena diketahui 

𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)) 

maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, bisa ditulis 

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑔(𝑥) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥))).                                                      (1) 

Dari pertidaksamaan (1), yaitu 

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑔(𝑥) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥))) 

di ruas sebelah kiri, fungsi jarak 𝜔 bernilai [0, ∞) dan di ruas kanan 𝑔(𝑥) > 0 maka haruslah 𝜓(𝑥) −

𝜓(𝑓(𝑥)) ≥ 0 atau bisa ditulis 𝜓(𝑥) ≥ 𝜓(𝑓(𝑥)) atau  

𝜓(𝑓(𝑥)) ≤ 𝜓(𝑥).                                                                           (2) 

Misalkan  

𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝜓(𝑥) ≤ inf
𝑧∈𝑋

𝜓(𝑧) + 𝑟}                                                          (3) 
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dan 

𝑎 = sup
𝑧∈𝑀

𝑔(𝑧) < ∞.                                                                          (4) 

Karena fungsi 𝜓 dan 𝜔(𝑥, . ) adalah fungsi lower semicontinuous maka 𝑀 adalah himpunan bagian tertutup 

dari ruang metrik lengkap 𝑋. Diberikan 𝑢 ∈ 𝑀 dan 𝑓(𝑢) = 𝑣 ∈ 𝑇(𝑢), dari (2) dan (3) menjadi 

𝜓(𝑓(𝑢)) ≤ 𝜓(𝑢) ≤ inf
𝑧∈𝑋

𝜓(𝑧) + 𝑟 

dimana 𝑓(𝑢) ∈ 𝑀. Karena 𝑎𝜓 adalah fungsi lower semicontinuous, dari pertidaksamaan (1) yaitu 

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑔(𝑥) (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥))) 

dan dari (4), menjadi 

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑎 (𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥))) 

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑎𝜓(𝑥) − 𝑎𝜓(𝑓(𝑥)).                                                            (5) 

Menggunakan teorema 2 didapatkan 𝑥0 ∈ 𝑀 sedemikian sehingga 𝑓(𝑥0) = 𝑥0 ∈ 𝑇(𝑥0) dan dari 

pertidaksamaan (5) yaitu  

𝜔(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑎𝜓(𝑥) − 𝑎𝜓(𝑓(𝑥)) 

dengan 𝑥 = 𝑥0 dan 𝑓(𝑥) = 𝑥0, menjadi 

𝜔(𝑥0, 𝑥0) ≤ 𝛼𝜓(𝑥0) − 𝛼𝜓(𝑥0) = 0. 

Karena fungsi jarak 𝜔 bernilai [0, ∞), maka 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

 

Teorema 4. Diberikan fungsi 𝜓: 𝑋 → [0, ∞) adalah fungsi lower semicontinous dan fungsi 𝑇: 𝑋 → 2𝑋 

dimana 2𝑋 adalah koleksi semua himpunan tak kosong dari 𝑋 sedemikan sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

terdapat 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) yang memenuhi 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝜓(𝑥))(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)) dimana 𝑐: [0, ∞) → (0, ∞) adalah 

fungsi nondecreasing. Maka fungsi 𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

Bukti. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, definisikan 𝑔(𝑥) = 𝑐(𝜓(𝑥)). Berdasarkan 𝑐: [0, ∞) → (0, ∞) maka fungsi 𝑔 

memetakan 𝑥 ke (0, ∞). Karena 𝑐 adalah fungsi nondecreasing, maka untuk setiap bilangan real 𝑟 > 0 

diperoleh 

sup {𝑔(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜓(𝑥) ≤ inf
𝑧∈𝑋

𝜓(𝑧) + 𝑟} ≤ 𝑐( inf
𝑧∈𝑋

𝜓(𝑧) + 𝑟) < ∞. 

dari teorema 3 didapatkan fungsi 𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

 

Akibat 1. Diberikan fungsi 𝜓: 𝑋 → [0, ∞) adalah fungsi lower semicontinous dan fungsi 𝑇: 𝑋 → 2𝑋 

dimana 2𝑋 adalah koleksi semua himpunan tak kosong dari 𝑋 sedemikan sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

terdapat 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) yang memenuhi 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝜓(𝑦))(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)) dimana 𝑐: [0, ∞) → (0, ∞) adalah 

fungsi nondecreasing. Maka fungsi 𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

Bukti. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) yang memenuhi  

𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝜓(𝑦))(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)) 

Karena 𝜔 ≥ 0 dan 𝑐 > 0, maka haruslah 𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦) ≥ 0 atau bisa ditulis 𝜓(𝑥) ≥ 𝜓(𝑦) atau 𝜓(𝑦) ≤

𝜓(𝑥). Karena 𝑐 adalah fungsi nondecreasing, maka 𝑐(𝜓(𝑦)) ≤ 𝑐(𝜓(𝑥)). Dari teorema 4 didapatkan fungsi 

𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 

 

 
4. KESIMPULAN 

Teorema titik tetap memiliki banyak generalisasi. Teorema titik tetap yang terkenal adalah teorema 

titik tetap Banach. Teorema titik tetap Banach menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap untuk fungsi 

yang terdifinisi dalam ruang lengkap dan fungsi yang kontraktif. Teorema titik tetap Caristi merupakan 

perluasan dari teorema titik tetap Banach. Di dalam teorema titik tetap Caristi, selain menggunakan fungsi 

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋 juga menggunakan fungsi 𝜓 ∶  𝑋 → [0, ∞) yang merupakan fungsi lower semicontinuous. Di 

teorema titik tetap Banach memiliki syarat 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥, 𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dimana 0 ≤ 𝑐 < 1. 

Sedangkan di teorema titik tetap Caristi memiliki syarat 𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑓(𝑥)), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Beberapa teorema di pembahasan adalah generalisasi dari teorema titik tetap Caristi. Fungsi jarak yang 

digunakan adalah fungsi jarak-𝜔. Fungsi yang digunakan yaitu fungsi 𝑇 ∶ 𝑋 → 2𝑋, dimana 2𝑋 maksudnya 

adalah semua koleksi himpunan bagian tak kosong dari himpunan 𝑋. Selain itu, juga dipakai fungsi 𝑐 ∶
[0, ∞) → (0, ∞) yang merupakan fungsi nondecreasing. Setelah itu ditambahkan beberapa sifat di masing-

masing teorema sehingga fungsi 𝑇 memiliki titik tetap 𝑥0 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝜔(𝑥0, 𝑥0) = 0. 
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Di teorema 3 memiliki syarat 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥)(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)), ∀𝑥 ∈ 𝑋 dimana 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥). Sedangkan di 

teorema 4 memiliki syarat 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝜓(𝑥))(𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)), ∀𝑥 ∈ 𝑋 dimana 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) dan 𝑐: [0, ∞) →

(0, ∞) adalah fungsi nondecreasing. Selanjutnya di akibat 1 memiliki syarat 𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐(𝜓(𝑦))(𝜓(𝑥) −

𝜓(𝑦)), ∀𝑥 ∈ 𝑋 dimana 𝑦 ∈ 𝑇(𝑥) dan 𝑐: [0, ∞) → (0, ∞) adalah fungsi nondecreasing. 
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