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ABSTRAK 

Riwayat Artikel: 
Coffee Berry Disease (CBD) adalah penyakit jamur pada kopi yang disebabkan oleh 

Colletotrichum kahawae dan menyebabkan kerugian yang besar dalam segi kualitas dan 

kuantitias kopi yang dihasilkan. Kontrol optimal diterapkan pada model CBD yang 

melibatkan interaksi antara vektor pembawa dengan jamur patogen. Strategi kontrol 
meliputi penggunaan fungisida dan agen biokontrol. Tujuan penerapan kontrol optimal 

ini adalah untuk meminimalkan banyaknya kopi yang terinfeksi, jamur patogen beserta 

vektor pembawanya, dan biaya implementasi intervensi penerapan kontrol yang 

diperlukan. Eksistensi kontrol optimal dan syarat perlu optimalitas diselesaikan dengan 
menggunakan Prinsip Minimal Pontryagin. Keefektivan biaya implementasi dari 

beberapa strategi kontrol yang mungkin diperiksa dengan menggunakan Incremental 

Cost-Effectiveness Ratio (ICER). Simulasi numerik menunjukkan keefektifan kontrol 

optimal dalam mengendalikan CBD. 
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1. PENDAHULUAN 

Coffee Berry Disease (CBD) merupakan penyakit yang menyerang buah kopi dan disebabkan oleh 

jamur patogen Colletotrichum kahawae. CBD ditandai dengan menggelapnya buah kopi muda serta dengan 

cepat menjadi hitam dan menyusut. CBD menjadi salah satu tantangan terbesar dalam pertanian kopi global 

karena menyebabkan kerusakan pada buah kopi dan menurunkan kualitas serta hasil panen secara signifikan 

[1]. CBD ini dapat mengakibatkan kerugian ekonomi yang substansial bagi petani dan industri kopi secara 

keseluruhan [2]. 

CBD tersebar oleh angin dan hujan secara lokal di antara pohon dan ranting kopi [3]. Namun, vektor, 

seperti serangga dan burung, juga berperan pada penyebaran CBD dalam jarak jauh dan menengah dengan 

membawa konidia dari buah kopi yang terinfeksi ke kopi yang sehat [4]. Untuk mengendalikan penyebaran 

CBD ini, berbagai strategi pengendalian telah diterapkan, termasuk penggunaan fungisida, metode kultur 

tanaman, dan teknik biologis. Metode kultur tanaman tidak 100% dapat diandalkan untuk mengendalikan 

CBD [5]. Pengunaan fungisida dapat membasmi jamur patogen dengan cepat namun menyebabkan kerugian 

lingkungan yang tinggi dengan biaya yang tidak murah [6]. Pada [7], diperoleh hasil bahwa jamur Fusarium 

proliferetum, Penicillium and Fusarium ceraneasum berpotensi untuk digunakan sebagai agen biokontrol 

dalam melawan Colletotrichum kahawae. Penggunaan agen biokontrol ini membutuhkan proses yang tidak 

sebentar namun kerugian lingkungan yang ditimbulkan sangat kecil [6]. Di sisi lain, penyebaran CBD dapat 

menyebabkan kerugian hingga 100% jika opsi pengendalian yang efektif tidak diterapkan [4]. Dengan 

demikian, pengendalian CBD merupakan tantangan yang kompleks karena melibatkan banyak variabel yang 

harus dipertimbangkan, seperti biaya, dampak lingkungan, dan efisiensi kontrol [8]. 

Model matematika memberikan gambaran terkait dinamika penyakit dan serangan hama di bidang 

pertanian, serta memungkinkan untuk melakukan analisis efek  dari berbagai intervensi yang dilakukan untuk 

selanjutnya diperoleh strategi pengendalian yang optimal. Kontrol optimal adalah pendekatan yang 

memanfaatkan teori kontrol untuk menentukan strategi yang memaksimalkan atau meminimalkan suatu 

fungsi objektif, seperti pengendalian penyakit dengan biaya implementasi intervensi minimal atau dampak 

lingkungan yang rendah [9]. Beberapa model matematika terkait dinamika penyakit dan serangan hama pada 

tanaman kopi beserta implementasi kontrolnya telah dikembangkan. Dinamika serangan hama Coffee Berry 

Borer (CBB) pada tanaman kopi bersama dengan strategi kontrol optimal yang menggunakan jamur parasit 

diberikan pada [10]. Model matematika untuk pengendalian CBB dengan menggunakan musuh alami seperti 

semut diberikan pada [11] dan [12]. Penyebaran penyakit Coffee Leaf Rust (CLF) beserta pengendaliannya 

dengan menggunakan jamur Hemileia vastatrix diberikan pada [13] and [14]. Penelitian ini bertujuan untuk 

menerapkan kontrol optimal dalam rangka meminimalkan dampak penyebaran CBD pada tanaman kopi 

dengan memperhatikan interaksi antara vektor pembawa (serangga dan burung) dengan jamur patogen 

Colletotrichum kahawae. Untuk itu, penelitian ini mengkaji model matematika yang merepresentasikan 

penyebaran CBD [15] dimana dinamika vektor pembawa jamur patogen Colletotrichum kahawae ditinjau. 

Pada bagian Metode, disajikan formulasi model CBD dengan kontrol dan penggunaan Prinsip Minimal 

Pontryagin untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal yang diajukan. Pada bagian Hasil dan Pembahasan, 

dibahas hasil simulasi numerik implementasi beberapa strategi pengendalian CBD dan diakhiri dengan bagian 

Kesimpulan. 

 

 

2. METODE 

Pada bagian ini, diformulasikan model CBD dengan kontrol. Selanjutnya, masalah kontrol optimal 

diajukan dan diselesaikan dengan menggunakan Prinsip Minimal Pontryagin. 

 

2.1 Model CBD dengan Kontrol 

Pada bagian ini, model CBD dari [15] yang memperhatikan kopi dan populasi vektor beserta 

interaksinya dengan jamur patogen dikaji.  Model CBD terdiri atas lima kompartemen, yakni populasi kopi 

rentan (𝑺𝒄); populasi kopi yang terinfeksi jamur patogen (𝑰𝒄); populasi vektor rentan, tidak membawa jamur 

patogen (𝑺𝒗); populasi vektor terinfeksi, membawa jamur patogen (𝑰𝒗); dan populasi jamur patogen (𝑩). Dua 

kontrol yang merupakan fungsi dari waktu 𝒕 ditambahkan pada model CBD, yakni 

1. Penggunaan kontrol fungisida (𝒖𝟏(𝒕)) dengan efektivitas 𝝐𝟏, untuk melindungi populasi kopi rentan 𝑺𝒄 

dari infeksi jamur patogen yang dibawa oleh vektor terinfeksi. 



MathVision: Jurnal Matematika., vol. 06(02), hal.. 77 -87, September, 2024.     79 

 

2. Pemberantasan jamur patogen (𝒖𝟐(𝒕)) melalui penggunaan agen biokontrol dengan efektivitas 𝝐𝟐. Kontrol 

ini meningkatkan tingkat kematian jamur patogen 𝑩 sebesar 𝝐𝟐𝒖𝟐. 

Model CBD dengan kontrol diberikan oleh sistem persamaan differensial tak linear berikut. 

 

𝑆̇𝑐 = 𝑟𝑆𝑐 (1 −
𝑆𝑐 + 𝐼𝑐

𝐾
) − 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐 − 𝜃𝑆𝑐 , 

𝐼𝑐̇ = 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐 − (𝛾 + 𝜂)𝐼𝑐, 

𝑆̇𝑣 = 𝜆 − (𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣 − 𝛿𝑆𝑣 , 
𝐼𝑣̇ = (𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣 − 𝛿𝐼𝑣 , 
𝐵̇ = 𝜂𝐼𝑐 − (𝑚 + 𝜖2𝑢2)𝐵. 

(1) 

 

Merujuk pada [15], populasi kopi rentan 𝑆𝑐 berkembang mengikuti fungsi pertumbuhan logistik 

dengan laju 𝑟 dan kapasitas dukung lingkungan 𝐾 akibat ketersediaan lahan pertanian yang terbatas. Populasi 

kopi rentan 𝑆𝑐 menjadi terinfeksi 𝐼𝑐 setelah ada kontak dengan vektor pembawa jamur patogen 𝐼𝑣 dengan laju 

𝛽2. Kopi yang terinfeksi jamur patogen 𝐼𝑐 tidak akan sehat kembali dan mengakibatkan pengurangan hasil 

panen. Selain itu, populasi vektor rentan direkrut dengan laju 𝜆. Populasi vektor rentan 𝑆𝑣 menjadi terinfeksi 

𝐼𝑣 dari jamur patogen 𝐵 dengan laju 𝛽1 atau dari kopi terinfeksi 𝐼𝑐 dengan laju 𝛽3. Buah kopi yang terinfeksi 

𝐼𝑐 merupakan kontributor jamur patogen 𝐵 ke lingkungan dengan laju 𝜂. Parameter model yang lain beserta 

nilai dan deskripsinya diberikan pada Tabel 1. Diagram alur dari transmisi CBD diberikan oleh Gambar 1. 

 

 
Gambar 1. Diagram alur transmisi CBD. Garis solid dan putus-putus, masing-masing menunjukkan laju perpindahan 

dan kontak antar kompartemen. 

 

Pada sistem (1) diasumsikan bahwa laju infeksi dari kopi rentan 𝑆𝑐 sebanding dengan banyaknya vektor 

terinfeksi 𝐼𝑣 dan konstanta proporsi 𝛽2. Bilangan reproduksi dasar merepresentasikan banyaknya kasus 

infeksi kedua yang disebabkan oleh satu kasus infeksi pada suatu populasi rentan. Bilangan reproduksi dasar 

𝑅0 dari sistem (1) saat 𝑢1 = 𝑢2 = 0 sebanding dengan akar dari koefisien infeksi 𝛽2 [15] dan diberikan oleh 

 

𝑅0 = √
𝐾𝜆𝛽2(𝛽3𝑚 + 𝛽1𝜂)(𝑟 − 𝜃)

𝑟𝑚(𝛾 + 𝜂)𝛿2 . (2) 

 

Selanjutnya untuk mengetahui bahwa strategi kontrol dapat memperkecil 𝑹𝟎, digunakan prosedur yang sama 

pada [15] untuk memperoleh bilangan reproduksi dasar saat kontrol 𝒖𝟏 dan 𝒖𝟐 ada. Bilangan reproduksi 

dasar tersebut diberikan pada Proposisi 1 berikut. 
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Tabel 1. Nilai Parameter Model CBD dan Deskripsinya 

Parameter Deskripsi Satuan Nilai Sumber 

𝛽1 Laju kontak antara vektor rentan 𝑆𝑣 dengan jamur patogen 𝐵 hari-1 0,000209818 [15] 

𝛽2 Laju kontak antara kopi rentan 𝑆𝑐 dengan vektor terinfeksi 𝐼𝑣 hari-1 0,000795455 [15] 

𝛽3 Laju kontak antara vektor rentan 𝑆𝑣 dengan kopi terinfeksi 𝐼𝑐 hari-1 0,000149091 [15] 

𝜃 Laju kematian dari kopi rentan 𝑆𝑐 hari-1 0,01 [15], [16] 

𝛾 Laju kematian dari kopi terinfeksi 𝐼𝑐 hari-1 0,005 [15] 

𝑟 Laju pertumbuhan kopi rentan 𝑆𝑐 baru hari-1 0,12 [15], [17] 

𝐾 Kapasitas dukung lingkungan m-2 150 [15] 

𝜂 Laju perkembangan jamur patogen oleh kopi terinfeksi 𝐼𝑐 
sel.ml-1 

individu-1. hari-1 
0,009 [15] 

𝜆 Laju rekrutmen vektor rentan 𝑆𝑣 hari-1 0,488364 [15] 

𝑚 Laju kematian dari jamur patogen 𝐵 hari-1 0,0900982 [15] 

𝛿 Laju kematian dari vektor hari-1 0,009 [15] 

𝜖1 Efektivitas penggunaan fungisida ml-1 0,5 Asumsi 

𝜖2 Efektivitas penggunaan agen biokontrol ml-1 0,5 Asumsi 

𝑆𝑐(0) Banyak awal kopi rentan 𝑆𝑐 kopi 100 Asumsi 

𝐼𝑐(0) Banyak awal kopi terinfeksi 𝐼𝑐 kopi 50 Asumsi 

𝑆𝑣(0) Banyak awal vektor rentan 𝑆𝑣 individu 50 Asumsi 

𝐼𝑣(0) Banyak awal vektor terinfeksi 𝐼𝑣 individu 10 Asumsi 

𝐵(0) Banyak awal jamur patogen organisme 2 Asumsi 

𝑊1 Bobot ongkos untuk kontrol 𝑢1 Rp. ml-1 1,2 Asumsi 

𝑊2 Bobot ongkos untuk kontrol 𝑢2 Rp. ml-1 0,5 Asumsi 

 

Proposisi 1. Bilangan reproduksi dasar 𝑅0(𝑢1, 𝑢2) untuk sistem (1) diberikan oleh 

 

𝑅0 = √
𝐾𝜆𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)(𝛽3(𝑚 + 𝜖2𝑢2) + 𝛽1𝜂)(𝑟 − 𝜃)

𝑟(𝑚 + 𝜖2𝑢2)(𝛾 + 𝜂)𝛿2 . (3) 

 

Bukti. Sistem (1) mempunyai titik ekuilibrium bebas penyakit: 

 

𝐸0 = (𝐾 (1 −
𝜃

𝑟
) , 0,

𝜆

𝛿
, 0,0). (4) 

 

Bilangan reproduksi dasar dihitung dengan menggunakan metode Next Generation Matrix sebagaimana 

dijelaskan di [18]. Untuk itu, hanya kompartemen terinfeksi yang akan ditinjau, yakni: 

 

𝐼𝑐̇ = 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐 − (𝛾 + 𝜂)𝐼𝑐, 
𝐼𝑣̇ = (𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣 − 𝛿𝐼𝑣 , 
𝐵̇ = 𝜂𝐼𝑐 − (𝑚 + 𝜖2𝑢2)𝐵. 

(5) 
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Selanjutnya, sisi kanan dari sistem (5) ditulis dalam bentuk ℱ − 𝒱, dimana 

 

ℱ = [
𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐

(𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣

0

], 𝒱 = [

(𝛾 + 𝜂)𝐼𝑐

𝛿𝐼𝑣

−𝜂𝐼𝑐 + (𝑚 + 𝜖2𝑢2)𝐵
].  

 

Matriks Jacobian dari ℱ dan 𝒱 diberikan oleh 

 

𝐽ℱ = [
0 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝑆𝑐 0

𝛽3𝑆𝑣 0 𝛽1𝑆𝑣

0 0 0

] , 

𝐽𝒱 = [

𝛾 + 𝜂 0 0
0 𝛿 0

−𝜂 0 𝑚 + 𝜖2𝑢2

]. 

 

 

Bilangan reproduksi dasar (3) diperoleh sebagai radius spektral dari Next Generation Matrix 𝐽ℱ × 𝐽𝒱
−1 pada 

titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 (4). 

□ 

Ambang batas endemik pada 𝑅0 = 1 mengindikasikan potensi penularan minimal yang dapat membuat 

suatu penyakit endemik, yakni saat 𝑅0 < 1 maka penyakit tersebut akan menghilang dan saat 𝑅0 > 1 maka 

penyekit tersebut dapat menjadi endemik.  Dari (3), jelas bahwa kontrol 𝑢1 memiliki peran penting dalam 

mengendalikan endemik. Khususnya, eksistensi kontrol 𝑢1 pada sistem (1) dapat memperkecil bilangan 

reproduksi dasar 𝑅0, yakni 𝑅0(𝑢1, 0) ≤ 𝑅0(0,0), sebagaimana ditunjukkan oleh Proposisi 2 berikut. 

 

Proposisi 2. Pertidaksamaan 

 

𝑅0(𝑢1, 𝑢2) ≤ 𝑅0(0, 𝑢2)  

 

berlaku untuk sebarang nilai parameter sistem (1). 

 

Bukti. Perhatikan bahwa 

 

𝜕𝑅0(𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢1
=

−𝜖1𝜆𝛽2𝐾(𝛽3(𝑚 + 𝜖2𝑢2) + 𝛽1𝜂)(𝑟 − 𝜃)

2𝑅0
≤ 0,  

 

untuk sebarang nilai parameter. Jadi, bilangan reproduksi dasar menurun dengan meningkatnya kontrol 𝒖𝟏. 

□ 

 

2.2 Masalah Kontrol Optimal 

Pada bagian ini, akan disajikan masalah kontrol optimal yang terdiri atas fungsi objektif dan batasan 

epidemi yang dikaji. Tujuan dari strategi kontrol adalah untuk menentukan nilai optimal 𝑢1
∗ dan 𝑢2

∗  dari 

kontrol 𝑢1 dan 𝑢2, sedemikian sehingga 𝑆𝑐
∗, 𝐼𝑐

∗, 𝑆𝑣
∗, 𝐼𝑣

∗, 𝐵∗ adalah solusi yang bersesuaian dari sistem (1) pada 

interval waktu [0, 𝑇] dengan nilai awal 𝑆𝑐(0), 𝐼𝑐(0), 𝑆𝑣(0), 𝐼𝑣(0), 𝐵(0), serta meminimalkan fungsi objektif 

terkait. Di sini, fungsi objektif mempertimbangkan banyaknya kopi terinfeksi 𝐼𝑐, banyaknya vektor terinfeksi 

𝐼𝑣, banyaknya jamur patogen 𝐵, dan biaya implementasi intervensi yang berkaitan dengan kontrol 𝑢𝑖, 𝑖 =
1,2. Kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 memenuhi 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1,2. Saat 𝑢𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2, maka tidak ada intervensi yang 

dilakukan. Sementara, saat 𝑢𝑖 = 1, 𝑖 = 1,2, maka besarnya kontrol yang dilakukan bersesuaian dengan 

efektivitas kontrol 𝜖𝑖, 𝑖 = 1,2. Himpunan fungsi kontrol yang berlaku diberikan oleh 

 

Λ = {(𝑢1(⋅), 𝑢2(⋅)) ∈ (ℒ∞(0, 𝑇))
2

|0 ≤ 𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡) ≤ 1, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]}. (6) 
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Fungsi objektif diberikan oleh 

 

𝐽(𝑢1(⋅), 𝑢2(⋅)) = ∫ [𝐼𝑐(𝑡) + 𝐼𝑣(𝑡) + 𝐵(𝑡) +
𝑊1

2
𝑢1

2(𝑡) +
𝑊2

2
𝑢2

2(𝑡)]

𝑇

0

𝑑𝑡, (7) 

 

dimana konstanta 𝑾𝟏 dan 𝑾𝟐 adalah biaya relatif dari intervensi yang terkait dengan masing-masing kontrol 

𝒖𝟏 dan 𝒖𝟐. Eksistensi kontrol optimal (𝒖𝟏
∗ (⋅), 𝒖𝟐

∗ (⋅)) yang meminimalkan fungsi objektif (7) diberikan oleh 

teorema berikut. 

 

Teorema 1. Diberikan fungsi objektif (7) yang berkaitan dengan masalah nilai awal (1) pada interval waktu 
[0, 𝑇], ada kontrol optimal (𝑢1

∗ , 𝑢2
∗) ∈ Λ dan solusi yang berkaitan (𝑆𝑐

∗, 𝐼𝑐
∗, 𝑆𝑣

∗, 𝐼𝑣
∗, 𝐵) sedemikian sehingga 

 

𝐽(𝑢1
∗(⋅), 𝑢2

∗(⋅)) = min
Λ

𝐽(𝑢1(⋅), 𝑢2(⋅)) (8) 

 

Bukti. State dari sistem (1) dapat diturunkan secara kontinu. Berdasarkan [15], state dari sistem (1) kontinu 

dan terbatas. Hal ini menunjukkan bahwa sistem (1) bersama dengan kontrol yang berlaku (6) memenuhi 

kondisi Lipschitz dalam kaitannya dengan state, yang merupakan akibat dari terbatasnya turunan parsial 

terhadap state-nya. Dengan demikian, berdasarkan teorema Picard-Lindelöf [19], himpunan solusi dari sistem 

(1) dengan fungsi kontrol yang bersesuaian (6) tidak kosong. Selanjutnya, perhatikan bahwa sistem (1) ditulis 

dalam bentuk linear terhadap fungsi kontrol dimana koefisiennya bergantung pada waktu dan state. Selain 

itu, integran dari fungsi objektif (7) dalam bentuk kuadrat dari fungsi kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 sehingga konveks 

dalam 𝑢1 dan 𝑢2. Dengan demikian, berdasarkan [20], kontrol optimal (𝑢1
∗ , 𝑢2

∗) yang meminimalkan fungsi 

objektif (7) ada. 

□ 

 

Syarat perlu untuk optimalitas diperoleh dengan menggunakan Prinsip Minimal Pontryagin [21], 

sebagaimana diberikan oleh teorema berikut. 

 

Teorema 2. Misal (𝑢1
∗ , 𝑢2

∗) merupakan kontrol optimal dari masalah (1), (6), (8), dan (𝑆𝑐
∗, 𝐼𝑐

∗, 𝑆𝑣
∗, 𝐼𝑣

∗, 𝐵∗) 

merupakan solusi optimal yang bersesuaian pada interval waktu [0, 𝑇]. Maka, ada fungsi adjoin 𝛼1
∗(⋅), 𝛼2

∗(⋅), 

𝛼3
∗(⋅), 𝛼4

∗(⋅), dan 𝛼5
∗(⋅) yang memenuhi 

 

𝛼̇1 = 𝛼1 (−𝑟 (1 −
𝑆𝑐 + 𝐼𝑐

𝐾
) +

𝑟

𝐾
𝑆𝑐 + 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣 + 𝜃) − 𝛼2𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣 , 

𝛼̇2 = −1 + 𝛼1

𝑟

𝐾
𝑆𝑐 + 𝛼2(𝛾 + 𝜂) + (𝛼3 − 𝛼4)𝛽3𝑆𝑣 − 𝛼5𝜂, 

𝛼̇3 = 𝛼3(𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐 + 𝛿) − 𝛼4(𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐), 
𝛼̇4 = −1 + (𝛼1 − 𝛼2)𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝑆𝑐 + 𝛼4𝛿, 
𝛼̇5 = −1 + (𝛼3 − 𝛼4)𝛽1𝑆𝑣 + 𝛼5(𝑚 + 𝜖2𝑢2), 

(9) 

 

dengan kondisi transversalitas: 

 

𝛼𝑖(𝑇) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5. (10) 
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Lebih lanjut, 

 

𝑢1
∗ = min {max {0,

𝛽2𝜖1𝐼𝑣
∗𝑆𝑐

∗(𝛼2 − 𝛼1)

𝑊1
} , 1} , 

𝑢2
∗ = min {max {0,

𝛼5𝜖2𝐵∗

𝑊2
} , 1}. 

(11) 

 

Bukti. Dari sistem (1) dan fungsi objektif (7), tulis fungsi Hamiltonian ℋ sebagai berikut. 

 

ℋ = 𝐼𝑐 + 𝐼𝑣 + 𝐵 +
𝑊1

2
𝑢1

2 +
𝑊2

2
𝑢2

2 + 𝛼1 (𝑟𝑆𝑐 (1 −
𝑆𝑐 + 𝐼𝑐

𝐾
) − 𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐 − 𝜃𝑆𝑐)

+ 𝛼2(𝛽2(1 − 𝜖1𝑢1)𝐼𝑣𝑆𝑐 − (𝛾 + 𝜂)𝐼𝑐) + 𝛼3(𝜆 − (𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣 − 𝛿𝑆𝑣)

+ 𝛼4((𝛽1𝐵 + 𝛽3𝐼𝑐)𝑆𝑣 − 𝛿𝐼𝑣) + 𝛼5(𝜂𝐼𝑐 − (𝑚 + 𝜖2𝑢2)𝐵), 

(12) 

 

dimana 𝜶 adalah fungsi kontinu [𝟎, 𝑻] → ℝ𝟓 dan (𝜶𝟏(𝒕), 𝜶𝟐(𝒕), 𝜶𝟑(𝒕), 𝜶𝟒(𝒕), 𝜶𝟓(𝒕)) selanjutnya disebut 

vektor adjoin. Hasil pada teorema ini berasal dari Prinsip Minimal Pontryagin [21] yang menyatakan bahwa 

solusi optimal diperoleh dengan memenuhi sistem persamaan adjoin: 

 

𝑑𝛼1

𝑑𝑡
= −

𝜕ℋ

𝜕𝑆𝑐
,   

𝑑𝛼2

𝑑𝑡
= −

𝜕ℋ

𝜕𝐼𝑐
,   

𝑑𝛼3

𝑑𝑡
= −

𝜕ℋ

𝜕𝑆𝑣
,   

𝑑𝛼4

𝑑𝑡
= −

𝜕ℋ

𝜕𝐼𝑣
,   

𝑑𝛼5

𝑑𝑡
= −

𝜕ℋ

𝜕𝐵
,  

 

yang memberikan (9) dan memenuhi kondisi transversalitas (10). Selain itu, kontrol optimal (𝒖𝟏
∗ , 𝒖𝟐

∗ ) 

diperoleh dengan meminimalkan Hamiltonian 𝓗 terhadap (𝒖𝟏, 𝒖𝟐). Hal ini bisa diperoleh dari syarat perlu 

optimalitas berikut. 

 

𝜕ℋ

𝜕𝑢1
= 0,   

𝜕ℋ

𝜕𝑢2
= 0.  

 

Dengan mempertimbangkan kendala untuk kontrol (𝒖𝟏, 𝒖𝟐) di (6), diperoleh optimal kontrol (𝒖𝟏
∗ , 𝒖𝟐

∗ ) 

sebagaimana di (11). 

□ 
 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini diberikan hasil numerik dari implementasi kontrol optimal untuk model CBD (1) 

dengan fungsi objektif (7). Sistem state (1), sistem adjoin (9) bersama dengan kondisi transversalitas (10), 

dan  formulasi kontrol optimal (11) diselesaikan secara numerik dengan menggunakan Forward-Backward 

Sweep Method [22]. Nilai awal 𝑆𝑐(0), 𝐼𝑐(0), 𝑆𝑣(0), 𝐼𝑣(0), 𝐵(0) dan bobot ongkos pada fungsi objektif (7) 

diberikan di Tabel 1. Simulasi numerik dari penyelesaian masalah kontrol optimal dengan strategi I: kontrol 

𝑢1 saja, strategi II: kontrol 𝑢2 saja, serta strategi III: kedua kontrol 𝑢1 dan 𝑢2, disajikan untuk mengetahui 

efektivitas dari masing-masing strategi dalam mengendalikan CBD. 

 

3.1 Strategi I: penggunaan optimal dari fungisida saja (𝒖𝟏 ≠ 𝟎) 

Pada strategi I, fungsi objektif diminimalkan dengan menggunakan kontrol fungisida (𝑢1) dan tidak 
menggunakan agen biokontrol (𝑢2 = 0). Sebagaimana ditunjukkan Gambar 2 (a) dan (b), 
pengimplementasian strategi I menurunkan banyak kopi terinfeksi 𝐼𝑐 dan vektor terinfeksi 𝐼𝑣 secara signifikan 
dibandingkan dengan tanpa kontrol. Sementara, banyak jamur patogen 𝐵 menurun dibandingkan dengan 
tanpa kontrol tapi tidak signifikan seperti pada dua strategi yang lain. Penurunan signifikan yang terjadi pada 
kompartemen infeksi, 𝐼𝑐 dan 𝐼𝑣, berakibat pada kenaikan secara signifikan banyak kopi rentan 𝑆𝑐 dan vektor 
rentan 𝑆𝑣, seperti pada Gambar 3. Profil kontrol 𝑢1 yang diimplementasikan pada strategi I ditunjukkan oleh 
Gambar 4 (a). Bisa dilihat bahwa kontrol 𝑢1 mencapai nilai maksimum 1 paling lama dibandingkan dengan 
dua strategi yang lain, yakni selama kurang lebih 333 hari. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Gambar 2. Solusi numerik dari (a) kopi terinfeksi 𝑰𝒄, (b) vektor terinfeksi 𝑰𝒗, dan (c) jamur patogen 𝑩 pada saat 

implementasi kontrol optimal dengan strategi I (𝒖𝟏 ≠ 𝟎), strategi II (𝒖𝟐 ≠ 𝟎), strategi III (𝒖𝟏 ≠ 𝟎, 𝒖𝟐 ≠ 𝟎), dan tanpa 

kontrol 

 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 3. Solusi numerik dari (a) kopi rentan 𝑺𝒄, (b) vektor rentan 𝑺𝒗, dan (c) jamur patogen 𝑩 pada saat 

implementasi kontrol optimal dengan strategi I (𝒖𝟏 ≠ 𝟎), strategi II (𝒖𝟐 ≠ 𝟎), strategi III (𝒖𝟏 ≠ 𝟎, 𝒖𝟐 ≠ 𝟎), dan tanpa 

kontrol 
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(a) 

 
(b) 

Gambar 4. Profil kontrol optimal (a) 𝒖𝟏 dan (b) 𝒖𝟐 pada strategi I (𝒖𝟏 ≠ 𝟎), strategi II (𝒖𝟐 ≠ 𝟎), dan strategi III 

(𝒖𝟏 ≠ 𝟎, 𝒖𝟐 ≠ 𝟎) 

 

3.2 Strategi II: penggunaan optimal dari agen biokontrol saja (𝒖𝟐 ≠ 𝟎) 

Pada strategi II, fungsi objektif diminimalkan dengan menggunakan agen biokontrol (𝑢2) dan tidak 

menggunakan kontrol fungisida (𝑢1 = 0). Penggunaan agen biokontrol (𝑢2) menurunkan banyak jamur 

patogen 𝐵 secara signifikan dibandingkan dengan tanpa kontrol, seperti pada Gambar 2 (c). Banyak kopi 

terinfeksi 𝐼𝑐 dan vektor terinfeksi 𝐼𝑣 juga menurun tapi tidak signifikan jika dibandingkan dengan strategi I 

dan III, sebagaimana ditunjukkan Gambar 2 (a) dan (b). Sementara, pengimplementasikan strategi II 

mengakibatkan peningkatan banyak kopi rentan 𝑆𝑐 dan vektor rentan 𝑆𝑣 walaupun tidak signifikan. Dapat 

dilihat pada Gambar 4 (b) bahwa kontrol 𝑢2 pada strategi II berada pada nilai maksimum 1 selama kurang 

lebih 196 hari, paling lama dibandingkan dengan strategi III. 
 

3.3 Strategi III: penggunaan optimal dari fungsisida dan agen biokontrol saja (𝒖𝟏 ≠ 𝟎, 𝒖𝟐 ≠ 𝟎) 

Kontrol fungisida (𝑢1) dan agen biokontrol (𝑢2) diimplementasikan pada strategi III untuk 

meminimalkan fungsi objektif (7). Gambar 2 menunjukkan penurunan yang paling signifikan pada 

kompartemen infeksi, 𝐼𝑐, 𝐼𝑣, 𝐵, dibandingkan dengan dua strategi yang lain. Hal ini kemudian berdampak 

pada peningkatan yang juga paling signifikan pada kompartemen rentan, 𝑆𝑐 dan 𝑆𝑣. Profil kontrol 𝑢1 dan 𝑢2 

pada strategi III yang memberikan biaya intervensi minimum diberikan oleh Gambar 4, dimana 𝑢1 mencapai 

nilai masimum 1 selama kurang lebih 330 hari dan 𝑢2 bernilai 1 selama kurang lebih 109 hari.  

 

Untuk membandingkan keberhasilan implementasi kontrol dari ketiga strategi yang diajukan, 

digunakan Incremental Cost-Effectiveness Ratio (ICER). ICER [23] bisa digunakan untuk membandingkan 

efektivitas biaya inkremental dari satu strategi dengan strategi alternatif lainnya yang kurang efektif. Berikut 

adalah rumus ICER (9) yang digunakan. 

 

ICER =
selisih biaya intervensi

selisih banyak infeksi yang berhasil ditangani
. (13) 

 

Total banyaknya infeksi yang berhasil ditangani dihitung dengan menghitung selisih antara banyaknya infeksi 

baru tanpa kontrol dan banyaknya infeksi baru pada skema dengan kontrol. Peringkat ICER ditunjukkan pada 

Tabel 2. Dapat dilihat bahwa strategi II (penggunaan agen biokontrol) berada di peringkat ICER paling 

rendah. Sementara, strategi III (kombinasi penggunaan fungisida dan agen biokontrol) memiliki biaya 

intervensi yang paling efektif sebagaimana ditunjukkan oleh peringkat ICER-nya. 
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Tabel 2. Efektivitas Biaya dari Beberapa Strategi 

Strategi 
Banyaknya populasi di akhir 

simulasi (𝑻) 

Banyaknya 

yang ditangani 
Biaya No. ICER 

 𝑰𝒄 𝑰𝒗 𝑩    

Tanpa kontrol 16 14 2    

I 7 9 1 15 11.080 2 

II 14 12 1 5 12.896 3 

III 7 8 1 16 10.142 1 

 
4. KESIMPULAN 

Kontrol optimal pada model Coffee Berry Disease (CBD) yang meliputi penggunaan fungisida dan agen 

biokontrol berhasil dalam mengurangi banyaknya kopi terinfeksi, vektor pembawa Colletotrichum kahawae, 

dan jamur patogen Colletotrichum kahawae, sekaligus meminimalkan biaya implementasi kontrol yang 

ditimbulkan. Analisis terhadap bilangan reproduksi dasar pada saat kontrol diterapkan menunjukkan bahwa 

penerapan kontrol dapat memperkecil besarnya bilangan reproduksi dasar. Hal ini berarti penerapan kontrol 

dapat mengurangi potensi suatu endemik. Perhitungan ICER menunjukkan bahwa penggunaan kedua 

fungisida dan agen biokontrol dinilai sebagai strategi kontrol optimal paling efektif dibandingkan hanya 

menggunakan fungisida saja atau agen biokontrol saja. 
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