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ABSTRAK

Titik tetap berguna tidak hanya untuk menyelesaikan permasalahan pada persamaan
linear dan persamaan differensial, tetapi juga persamaan integral. Teorema titik
Tanggal Masuk 13-11-2024  tetap Hardy merupakan perluasan dari teorema titik tetap Reich. Ruang metrik dapat
digeneralisasi menjadi ruang-ruang yang lain. Ruang b-metrik merupakan salah
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1. PENDAHULUAN

Prinsip titik tetap berguna tidak hanya untuk menyelesaikan masalah persamaan linear dan persamaan
differensial, tetapi juga persamaan integral [1]. Teorema titik tetap Banach merupakan teorema titik tetap
yang banyak dikenal. Suatu titik tetap untuk fungsi kontraktif yang didefinisikan pada ruang metrik lengkap
akan terjamin eksistensi dan ketunggalannya dengan adanya teorema titik tetap Banach. Banyak
pengembangan dari teorema titik tetap Banach seperti teorema titik tetap Kannan, titik tetap Caristi, dan
titik tetap Reich. Titik tetap Reich sendiri mengalami pengembangan yaitu titik tetap Hardy. Pada penelitian
ini dibahas tentang titik tetap Hardy.

Ruang metrik telah mengalami banyak perluasan. Beberapa diantaranya yaitu ruang metrik kerucut
(cone), ruang b-metrik, ruang metrik parsial, dan lain-lain [2], [3]. Sebelumnya teorema titik tetap Hardy
dibahas di ruang metrik. Pada penelitian ini dibahas pengembangan teorema titik tetap Hardy di ruang b-
metrik yang lengkap. Penelitian ini berguna untuk memperjelas pembuktian teorema baru tersebut. Ruang
b-metrik yang lengkap berarti semua barisan Cauchy yang berada di ruang b-metrik tersebut konvergen.
Aksioma ketaksamaan segitiga di ruang metrik tidak sama dengan aksioma ketaksamaan segitiga di ruang
b-metrik. Ruang b-metrik adalah generalisasi dari ruang metrik. Di dalam aksioma ruang metrik terdapat
ketaksamaan segitiga yaitu d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Sedangkan, aksioma ketaksamaan segitiga di ruang
b-metrik adalah d(x,z) < s[d(x,y) + d(y,z)] dimanas > 1.

Syarat ketaksamaan segitiga telah ditambahkan di ruang b-metrik yaitu dengan koefisien matriks [4].
Di samping itu, digunakan operator Picard lemah(weak) untuk membuktikan teorema yang berkaitan
dengan titik tetap dalam generalisasi ruang b-metrik [5]. Diberikan ruang (X, d) merupakan generalisasi
ruang b-metrik dan operator f: X — X operator f disebut operator Picard lemah jika terdapat barisan (x;)

di dalam X yang konvergen dan limit barisannya adalah titik tetap dari f. Perluasan teorema titik tetap
Hardy dan teorema titik tetap Reich di ruang b-metrik telah dibuktikan [6]. Pada penelitian ini diberikan
penjelasan yang lebih banyak untuk pembuktian lemma 3.1 dan teorema 3.4 [6]. Publikasi pembuktian
teorema baru biasanya dijelaskan singkat oleh penulis sehingga memberikan penjelasan lebih banyak
terhadap pembuktian teorema baru akan sangat berguna.

2. METODE

Metode yang digunakan di penelitian ini merupakan metode studi literatur (studi pustaka). Pada
metode studi literatur dikumpulkan informasi lebih mendalam melalui buku, artikel, dan referensi lainnya.
Hasil penelitian terdahulu yang relevan juga digunakan sebagai salah satu sumber informasi dalam metode
ini sebagai landasan teori masalah yang akan diteliti.

Definisi 1 [7]. Metrik di himpunan X adalah fungsi d: X x X - R* U {0} dimana memenuhi beberapa sifat
sebagai berikut.

M1. d(x,y) = 0 untuk setiap x, y € X. (positivity)

M2. d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y. (definiteness)

M3. d(x,y) = d(y, x) untuk setiap x,y € X. (symmetry)

M4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x, y, z € X. (triangle inequality)

Ruang metrik (X, d) merupakan suatu himpunan X bersama dengan metrik d di X.

Definisi 2 [8]. Diberikan himpunan tidak kosong X dan s > 1 adalah bilangan real. Suatu fungsi d: X x
X - R* U {0} dikatakan b-metrik jika untuk setiap x, y, z € X terpenuhi sifat-sifat:

B1l. d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y.

B2.d(x,y) = d(y,x).

B3.d(x,z) < sl[d(x,y) +d(y,2)].

Ruang b-metrik adalah pasangan (X, d).

[9] Ketika s = 1, ruang yang dimaksud adalah ruang metrik.

Definisi 3 [10]. Suatu barisan (x,) yang berada pada ruang b-metrik (X,d) dikatakan konvergen jika
terdapat suatu titik x € X sedimikian rupa sehingga untuk setiap & > 0 terdapat bilangan N(¢) € N
sehingga untuk setiap n = N (&) berlaku

d(x,,x) < &.
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Definisi 4 [10]. Barisan (x,,) yang berada pada ruang b-metrik (X, d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk
setiap € > 0 terdapat bilangan N (&) € N sedemikian sehingga untuk setiap n, m = N (&) berlaku
d(xm, xn) < €.

Definisi 5 [11]. Ruang b-metrik dikatakan lengkap jika semua barisan Cauchy di dalamnya konvergen.
Definisi 6 [1]. Suatu titik tetap dari fungsi f: X — X adalah titik x € X dimana f(x) = x.

Teorema 1 [12]. Diberikan suatu ruang metrik (X,d) dimana d adalah metrik. Selanjutnya diberikan
fungsi f: X — X dengan

d(f(x),f(y)) < ad(x,f(x)) + bd(y,f(y)) + cd(x,f(y)) + ed(y,f(x)) + fd(x,y)
untuk setiap x,y € X dengan a, b,c,e dan f merupakan bilangan tak negatif sehingga a =a+ b + c +
e + f, maka
a. Jika X adalah ruang metrik lengkap dan a < 1 maka fungsi f memiliki titik tetap tunggal.
b. Jika (i) dimodifikasi dengan x # y yang mengakibatkan

d(f(0), f(») < ad(x, f(x)) + bd(y, (1)) + cd(x, f ) + ed(y, f(x)) + fd(x,¥)
dan untuk kasus ini diasumsikan X adalah ruang metrik kompak, f adalah fungsi kontinu, dan ¢ =1
maka f memiliki titik tetap tunggal.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Lemma 1. Diberikan suatu ruang b-metrik lengkap (X, d). Selanjutnya diberikan fungsi f: X —
X dengan

d(f (), f¥)) < ad(x, f(x)) + bd(y, f ) + cd(x, fFB)) + ed(y, f () + fd(x,y) (1)
untuk setiap x,y € X dengan a, b, c, e dan f merupakan bilangan tak negatif serta « = a + b +

c+e+f,jikaa € (0, i) untuk s > 1 maka terdapat 0 < 8 < i sedemikian sehingga
d (G0, f(F)) < Bd(x, f(2))
atau
d(f(x), f2(x)) < Bd(x, f(x)).

Bukti. Misalkan diberikan f(x) = y, sehingga pertidaksamaan (1) menjadi

d(fCO,f(f)) < ad(x, F(0)) +bd (FC0), F(F () ) + cd (%, f(F())) + ed (F (x), ()
+fd(x f(x))

atau

d(f(), f2(x)) < ad(x, f(x)) + bd(f(x), f2(x)) + cd(x, f2(x)) + ed(f(x), f(x)) + fd(x, f(x))
= ad(x, f(x)) + bd(f(x), f2(x)) + cd(x, f2(x)) + +fd(x, f(x))

d(f(x), f2(x)) < ad(x, f(x)) + bd(f (x), f2(x)) + cd(x, F2(x)) + fd(x, f(x))
d(f (0, f2(x) = bd(F(x), £2(x)) < ad(x, f(0)) + cd(x, F2(x)) + fd(x, £ (x))
(1= b)d(f(x), f2(x)) < (a+ fd(x, f(x)) + cd(x, f2(x))
d(f @), f?(0) < E‘ll - g A(x /() + gy A /() @
Dari ketaksamaan segitiga pada definisi 2 (aksioma B3 ruang b-metrik), kemudian disubstitusikan
pertidaksamaan (2) sehingga menjadi

bisa ditulis

d(x, f2(0) < s[d(x, f () + d(f (), £2(0)]
1
;d(x,fz(X)) < d(x, f(x)) +d(f (), £2(x))

1 (a+1)
~d(x f2(@) < d(x f @) + (‘11 - ’;) d(x, £(x))
C
+ d(x, f2(x))

(1-b)
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1
S f0) — g dl £200) < (. f ))+(“+f)d( f(0)

1 1-b
~d(x, f2(0) X (1_b>—(1i d(x,f2(0) % (2) < d(x f(x)) ( )+( +f)d( ()
1—-b a+ )
S(l_b)d(x,fz(x))—ﬂd(xf (x))_(1 d( f(x ))+ f d( ()
1-b-— —b
S i) < s e )
1-b-
d(x f2(x)) < (1 —b+a+f)d(x,f(x))
—b
(e £200) = 2D 4 ) ®
Substitusikan pertldaksamaan (3) ke pertldaksamaan (2), sehmgga menjadi
d(f(x), f2(x)) < (1 d( f(x) + )d(x,fz(x))
o b
A1) < B (e ))x b_“+(1fb) 22D i, )
1- 1 cs(1—b
a(F (), F2()) < (“8& "'S)d( 70+ s D ()
b b b
4(F 0, F200) < czl_zng_fb_fs) Cfs)d( F0) + (cs bc)s(-ll- acs+cfs) d(x, F())
—ab+f—b b
(2 < LIRS 0 o o)
b bf b
a(f (), F2(0) < (“+{1+ J _f )
—b
A, 1) < G P S a( F)(f (0, F20) < D a(e ) (@

Pertidaksamaan (1) yaitu

d(f(x), f(») < ad(x, f(x)) + bd(y, f () + cd(x, (1)) + ed(y, £ (x)) + fd(x, )
dari sifat simetri pada definisi 2 (aksioma B2 ruang b-metrik), pertidaksamaan (1) menjadi
d(f), f(0) < ad(y, f()) + bd(x, f () + cd(y, f (X)) + ed(x, f () + fd(y, x)
sehingga nilai ¢ dapat diganti e, a dapat diganti b begitu juga sebaliknya. Pada pertidaksamaan (4), jika ¢
diganti e, a diganti b, dan b diganti a menjadi
( + f + es)

d(f(x), f2(x)) < d( f(x))
pilih
_(lat+fH+cs) (b+f+es)
g _mm{(l—b—cs)'(l—a—es)}
sehingga

d(f (), f2(x)) < Bd(x, f(x)).

Teorema 2. Diberikan suatu ruang b-metrik lengkap (X,d). Selanjutnya diberikan fungsi f: X — X
dengan

d(f(0), f(») < ad(x f(x) +bd(y, f(3) + cd(x, f(¥)) + ed(y, f(x)) + fd(x,y)  (5)

untuk setiap x,y € X dengan a, b, c, e dan f merupakan bilangan tak negatif sertaa =a+b +c+e + f,
sehingga a € (0, %) untuk s = 1 maka f memiliki titik tetap tunggal.

Bukti. Ambil x, € X, selanjutnya dibentuk barisan (x,,) dimana suku-sukunya adalah
Xo, X1 = f(x0), %2 = f(x1) = f(f(xo)) = f2(x0), o)
Xn = f(xn—l) = f(f(xn—z)) = fz(xn—z) == fn(xo)-
Berdasarkan lemma 1, selanjutnya akan ditunjukkan barisan (x, ) adalah barisan Cauchy.

d(xp, Xp41) = d(f(xn—l)'f(xn))
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S ﬁd(xn—llxn)
= Bd(f(xn—z):f(xn—l))

< ﬁzd(xn—z; Xpn-1)

< B"d(x0,x1) (6)
Berdasarkan ketaksamaan segitiga pada definisi 2 (aksioma B3 ruang b-metrik) dan pertidaksamaan
(6), untuk m > n maka
d(xn: xm) < S[d(xn' xn+1) + d(xn+1’ xm)]
= Sd(xn:xn+1) + Sd(xn+1fxm)
< Sd(xruxn+1) + S(s[d(xn+1J xn+2) + d(xn+2v xm)])
= Sd(xruxn+1) + SZ [d(xn+1'xn+2) + d(xn+2:xm)]
= Sd(xn'xn+1) + Szd(xn+1:xn+2) + Szd(xn+2vxm)
< Sd(xruxn+1) + Szd(xn+1vxn+2) + Sz (S[d(xn+2'xn+3) + d(xn+3'xm)])
= Sd(xn' xn+1) + Szd(xn+1: xn+2) +s3 [d(xn+2' xn+3) + d(xn+3' xm)]
= sd (X, Xn41) + $2d (11, Xn2) + S3dXnr2, Xn43) + 53d (43, %)

< Sd(xn:xn+1) + S2d(xn+1'xn+2) + S3d(xn+2:xn+3) + 54d(xn+3:xn+4) t+
< sp™d(xg,x1) + s2 L™ 1d(xg, x1) + s3 B 2d (xg, x1) + s*BM3d(xp, x1) + -

karena nilai g adalah 0 < 8 < 2—15 dimana s = 1, maka untuk n — oo berlaku

d(xp, X)) < sP™d(xg, x1) + 2B 1d (%0, x1) + S3 ™ 2d (x, 1) + s*B3d (xg, x1) + -+
<0

sehingga barisan (x,,) merupakan suatu barisan Cauchy.

Karena (X,d) adalah ruang b-metrik lengkap, maka semua barisan Cauchy (x,) yang berada pada
ruang tersebut konvergen, anggap x, — x. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa x adalah titik tetap dari
fungsi f. Dari sifat ketaksamaan segitiga pada definisi 2 (aksioma B3 ruang b-metrik) dan pertidaksamaan
(5), diperoleh:

d(x, f(x)) < s[d(x, %) + d(xn, f(X))]
= s[d(x, xp) + d(f (Xp-1), f (x))]
< s[d(x,x,) + ad(xn_l,f(xn_l)) + bd(x,f(x)) + cd(xn_l,f(x)) + ed(x,f(xn_l))
+fd(xp-1,%)]
= s[d(x,x,) + ad(x,_1, x,) + bd(x,f(x)) + cd(xn_l,f(x)) + ed(x,x,) + fd(xp_1,x)]
=s[(1+e)d(x,x,) + ad(xp_q,x,) + bd(x,f(x)) + cd(xn_l,f(x)) + fd(xp_1,x)]
Karena barisan (x, ) konvergen, maka untuk n — oo berlaku
d(x,f(x)) < s[(1 +e)d(x,x,) +ad(x,_1,x,) + bd(x,f(x)) + cd(xn_l,f(x)) + fd(xp_1,x)]
= s[(l +e)d(x,x) + ad(x,x) + bd(x,f(x)) + cd(x,f(x)) + fd(x, x)]
= s[(l +e)(0)+ a(0) + bd(x,f(x)) + Cd(x,f(x)) + f(O)]
5[0 +0+ bd(x,f(x)) + cd(x,f(x)) + 0]
= s[bd(x, f(x)) + cd(x, f(x))]
=s(b+ c)d(x,f(x))

atau dapat ditulis

d(x,f(x)) <s(+ c)d(x,f(x)) (7)

hal ini kontradiktif karena a, b,c,e dan f merupakan bilangan tak negatif serta a =a+b+c+e+ f
dimana a € (0, ) untuk s > 1. Oleh karena itu haruslah b = ¢ = 0, sehingga pertidaksamaan (7) menjadi

1
2s
d(x, f(x)) <sb+c)d(x f(x))
d(x,f(x)) <s(0+ O)d(x,f(x))
d(x,f(x)) < S(O)d(x,f(x))
d(x,f(x)) <0
d(x,f(x)) =0
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oleh karena itu x = f(x). Jadi titik x adalah titik tetap dari suatu fungsi f.
Misalkan x, y adalah titik tetap dari fungsi f sehingga x = f(x) juga y = f(y). Berdasarkan
pertidaksamaan (5) maka
d(x,y) = d(f(x), f())
ad(x, f(x)) + bd(y, f(1)) + cd(x, f(y)) + ed(y, f(x)) + fd(x,¥)
ad(x,x) + bd(y,y) + cd(x,y) + ed(y,x) + fd(x,y)
a(0) +b(0) + cd(x,y) +ed(y,x) + fd(x,y)
0+0+cd(x,y)+ed(y,x)+ fd(x,y)
cd(x,y) +ed(y,x) + fd(x,y)
cd(x,y) +ed(x,y)+ fd(x,y)
=(c+e+fd(xy)
atau dapat dtulis

1 T [ | B VAN |

d(x,y) < (c+e+ fld(x,y) (8)
hal ini kontradiktif karena a, b,c,e dan f merupakan bilangan tak negatif serta a =a+b+c+e+f

dimana « € (0, %) untuk s > 1. Oleh karena itu haruslah ¢ = e = f = 0, sehingga pertidaksamaan (8)

menjadi

d(x,y) < (c+e+f)d(xy)

d(x,y) < (0+0+0)d(x,y)

d(x,y) < (0)d(x,y)

d(x,y) <0

d(x,y) =0
berdasarkan definisi 2 (aksioma Bl ruang b-metrik) didapatkan y = x. Jadi terbukti bahwa fungsi f
mempunyai titik tetap tunggal.

4. KESIMPULAN

Titik tetap Hardy merupakan pengembangan dari titik tetap Reich. Ruang metrik banyak
generalisasinya. Salah satu perluasan dari ruang metrik adalah ruang b-metrik. Aksioma ketaksamaan
segitiga di ruang metrik tidak sama dengan aksioma ketaksamaan segitiga di ruang b-metrik.

Jika diberikan suatu ruang b-metrik lengkap (X,d) dan fungsi f:X — X dengan d(f(x),f(y)) <

ad(x,f(x)) + bd(y,f(y)) + cd(x,f(y)) + ed(y,f(x)) + fd(x,y) untuk setiap x,y € X dimana
a,b,c,e dan f merupakan bilangan tak negatif serta « = a+ b+ c+ e + f sehingga a € (Oi) untuk

s =1, maka f memiliki titik tetap tunggal.

Pada penelitian selanjutnya disarankan untuk mempelajari teorema titik tetap yang berlaku di ruang
lain. Selain itu juga mempelajari ruang b-metrik yang diperpanjang (extended) dan b-metrik kerucut (cone)
yang diperpanjang (extended).
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