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Abstrak— Setiap matriks tidak selalu memiliki
invers. Matriks yang memiliki invers disebut
matriks non-singular dan matriks yang tidak
memiliki invers disebut matriks singular.
Tetapi, matriks singular dapat ditentukan
invers tergeneralisasinya. Invers
tergeneralisasi adalah konsep aljabar linear
yang digunakan dalam menentukan invers
dari matriks singular. Salah satu invers
tergeneralisasi yaitu invers Drazin dari suatu
matriks singular € dilambangkan C?. Pada
penelitian ini membahas cara menentukan
invers Drazin yang merupakan salah satu
invers tergeneralisasi dengan teorema Cayley
Hamilton. Langkah-langkah untuk
menentukan invers Drazin menggunakan
teorema Cayley Hamilton, dimulai dengan
mencari indeks suatu matriks singular C.
Indeks suatu matriks merupakan bilangan
bulat non-negatif terkecil p yang memenuhi
kondisi rank(C?) = rank(CP*?).
Selanjutnya, dengan diperoleh indeks matriks
dapat ditentukan matriks A dan M dengan
menggunakan koefisien polinomial
karakteristik dari matriks C. Matriks A
adalah matriks yang diperoleh dari a,,,C? +

a,C?" '+ .. +a,C+ayl, dan M adalah
matriks yang diperoleh dari —-C"% -
a,_1C"3 — - — a,,,CP. Untuk menentukan
invers Drazin dapat dihitung dengan €P =
AIM.

Kata Kunci — Invers Drazin, Teorema Cayley
Hamilton, Invers Tergeneralisasi,
invers matriks singular, matriks n X n.
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Invers matriks merupakan salah satu
konsep penting dalam aljabar linear. Invers
matriks digunakan untuk menyelesaikan
berbagai masalah dalam matematika, fisika,
teknik dan bidang ilmu lainnya seperti
menyelesaikan sistem persamaan linear,
perhitungan  kinematika dan dinamika
partikel, perhitungan stuktur bangunan dan
jembatan, pengelolaan sinyal dan lain
sebagainya. Namun, perlu diperhatikan
bahwa tidak semua matriks memiliki invers.
Tetapi, matriks singular dapat ditentukan
invers tergeneralisasinya [1]. Matriks yang
memiliki invers disebut matriks non-singular
dan matriks yang tidak memiliki invers
disebut matriks singular. Matriks singular
memiliki determinan nol dan tidak dapat
diselesaikan inversnya dengan metode invers
biasa.

Invers tergeneralisasi terbagi dalam
beberapa jenis, diantaranya adalah invers
Moore-Penrose [2], invers satu sisi [3],
invers Bott-Duffin [4] dan invers Drazin.
Invers Drazin pertama Kkali diperkenalkan
oleh Michael P Drazin pada tahun 1985.
Pengaplikasian  invers  Drazin  dapat
digunakan pada rantai Markov, kriptografi
dan sistem persamaan linear [5]. Ada
beberapa metode yang digunakan untuk
menentukan menentukan invers Drazin,
diantaranya metode Leverrier Faddev [6],
metode semi iterative tipe BI-CG [7], bentuk
kanonik Jordan [5] dan teorema Cayley
Hamilton [8]. Penelitian ini menganalisis
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cara menentukan invers Drazin dengan
teorema Cayley Hamilton.

Untuk menentukan invers Drazin dengan
teorema Cayley Hamilton dapat dilakukan
dengan memenuhi beberapa kondisi khusus
[9]. Invers Drazin dari matriks C berordo
n X n atas C diperoleh dengan menentukan
nilai karakteristik dari matriks A dan
multiplisitas aljabar dari masing-masing nilai
karakteristik [5]. Adapun langkah-langkah
dalam menentukan matriks invers Drazin
dengan menggunakan teorema Cayley
Hamilton yaitu langkah pertama, dicari
indeks p dari suatu matriks yang memenuhi
kondisi bahwa rank(C?) = rank(CP*?1)
dengan p <n—1. Langkah selanjutnya,
menentukan koefisien a;, pada polinomial
karakteristik dari matriks C. Setelah itu,
mencari matriks A. Kemudian, menentukan
koefisien b, pada polinomial karakteristik
dari matriks A. Selanjutnya, menentukan
invers matriks A~ dengan teorema Cayley
Hamilton. Setelah itu, menentukan matriks
M. Langkah terakhir adalah menentukan
matriks invers Drazin C? [9].

Il. LANDASAN TEORI

Berikut teori-teori pendukung dalam
pembahasan menentukan matriks Invers
Drazin dengan Teorema Cayley Hamilton.
1.1 Invers Matriks
Definisi 11.1 [10] Diberikan A matriks n X n
dan jika terdapat matriks B n Xn yang
memenuhi AB = BA =1, maka matriks A
disebut invertible dan B disebut sebagai
invers dari A.

11.2 Rank dan Nulitas

Definisi 11.2 [11] Rank dari suatu matriks
berordo n x n adalah jumlah maksimum dari
vektor baris atau vektor kolom yang bebas
linear. Rank dari suatu matriks merupakan
dimensi dari vektor baris atau vektor kolom
non-zero pada matriks tersebut.

Definisi 11.3 [11] Nulitas adalah dimensi dari
ruang nol (nullspace) pada suatu matriks.
Ruang nol adalah himpunan semua vektor
kolom x yang memenuhi persamaan

homogen Ax = 0. Nulitas dinyatakan oleh
null(4).

Teorema I11.4 [10] Diberikan matriks A
adalah suatu matriks dengan n kolom, maka
rank(A) + nulitas(4) = n.

11.3 Perpangkatan Matriks

Definisi 11.5 [11] Diberikan A adalah sebuah
matriks persegi, maka pangkat bilangan bulat
(n) dimana n> 0 dari A adalah sebagali
berikut:

LA =1

(2) A" =A.A.A ... A, dimana A sebanyak n.
(3) Jika A punya invers, A7 = (A~1)™.

1.4 Teorema Cayley Hamilton

Teorema 11.6 [12] Setiap matriks persegi
n X n memenuhi persamaan karakteristiknya
A"+ ay AV 4 o+ @ A% + @A+ agl

= 0.

Teorema 1.7 [8] Jika persamaan
karakteristik dari matriks A € R™™ memiliki
bentuk

detlMl —Al =2+ ap_ AV 1+ -+ ;1
+ag

dan matriks A punya invers, maka invers dari
matriks A memenuhi persamaan

a(A™ )"+ a, A D"+ +q,_ A7
+I, = agA" "+ AT+ -+ a1 ATT
+I, =0

I11. PEMBAHASAN

Berikut akan dibahas mengenai invers
Drazin, teorema Cayley Hamilton pada
invers Drazin, serta bagaimana menentukan
invers Drazin dari suatu matriks dengan
menggunakan teorema Cayley Hamilton.
I11.1 Invers Drazin
Definisi 111.1 [13] Diberikan matriks C €
C™™ dengan mengatakan bilangan bulat
non-negatif p disebut indeks dari matriks C
jika memenuhi rank(C?) = rank(CP*1).

Teorema 111.2 [14] Diberikan matriks C €
C™ ™, Jika matriks C merupakan matriks non

singular maka indeks dari matriks C adalah
0.
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Definisi 111.3 [15] Diberikan matriks C €
cvm, ¢P disebut invers Drazin dari C jika
memenuhi kondisi-kondisi berikut:

(1) ccP =cPc

(2 cbccP =cP

(3) cP*icP = ¢P, dimana p adalah indeks
matriks C.

Adapun teorema yang menunjukkan sifat-
sifat invers Drazin adalah:

Teorema 111.4 [5] Diberikan matriks C €
C™™ adalah matriks non singular. Matriks
CP merupakan invers Drazin dari matriks C
jika dan hanya jika matriks C~! merupakan
invers dari C.

Pada tahun 2003, Israel dan Greville telah
menunjukkan bahwa invers Drazin dari suatu
matriks adalah tunggal. Misalkan matriks A
dan matriks B adalah invers Drazin dari
matriks C. Maka, dengan menggunakan
Definisi 111.3.

A =ACA = ACACA = ACACACA = --- =
A(CA)P = AP*icP

Kemudian, mengalikan AP*1CP dengan (BC)
sampai (BC)P+?

A = AP*1(BC)CP = AP*Y(BCBC)CP = - =

APTL(BC)PticP
— Bp+162p+1Ap+1
= BPY1CP(AC)PH! = BPYICP(AC)
— Bp+1Cp — (BC)pB = ...=BCBCB =
BCB =B

I11.2 Teorema Cayley Hamilton Pada
Invers Drazin
Suatu matriks dapat mempunyai invers atau

tidak berdasarkan persamaan karakteristiknya.
Teorema Cayley Hamilton dapat digunakan
unutk  menentukan invers matriks  yang
digunakan ke invers Drazinnya. Akan
ditunjukkan teorema tentang teorema Cayley
Hamilton.

Teorema I11.5 [9] Misalkan

det[Al —C] =21+ an_ A" 1+ -+ a1

¢Y)
Dimana CP? € R™" adalah invers Drazin
pada matriks C, maka persamaan

karakteristiknya

13

(CP)" + a1 (CPIV1 + -+ ay(CP)?
+a,C? =0
BUKTI.
Pada persamaan (1) peubah fungsi A
disubstitusi dengan matriks C diperolehlah
persamaan karakteristik pada matriks C
C"+a,C" 1+ +a,C?*+a,C=0

Selanjutnya, mengalikan sebelum dan
sesudah persamaan dengan matriks invers
Drazin CP sehingga didapatlah
cbcre? + CPa,_CVICP + - +
CPa,C%CP + CPa,CCP =0 (2)
Pada Definisi 111.3 diketahui bahwa

cPccP =cP

cch=cPbc
Karena
cPckeP = cPccPckt = cPckt (3)
Sehingga pada Persamaan (2) dengan
menggunakan Persamaan (3) diperoleh
cPccPcm + cPcCPa, 1CV 2 4 -+
cPccPay,C + cPcCPa; =0
(cbcecP)cr 1t + (cPccP)a,_, €2 + -+
(cPccP)a,C + (CPCCP)a, =0
cbcm 1+ CcPa,_C" 2+ -+ CPa,C +
CPa; =0 (4)
Kemudian mengalikan Persamaan (4) dengan
)P
cbcn1cP + CPa,_C™2CP + - +
CPa,CCP + CPa,CP =0
(cPccP)cm 2+ (cPccP)a,_ €3 + -+
(cPccPya, + (€PCP)a, =0
cbc™? + CcPa,_C" 3+ -+ CPaq,
+(CP)2=0
Dengan mengulangi sebanyak n —2 Kkali,
sehingga akan memperoleh
(CP)" + ap_1(CPY™ 1 + -+ a,(CP)? +
a,C? =0 [
1.3 Menentukan Invers Drazin Suatu
Matriks
Diberikan suatu matriks singular € € R™*"
dengan indeks p memenuhi kondisi

p<n-1

dan persamaan karakteristiknya
det[Al —C] ="+ ap_ AV 1+ + a,42
+a;4 (5)
Selanjutnya Persamaan (5) dikalikan dengan
(€P)?, CcP adalah invers Drazin dari matriks
C, didapat
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Cn(CD)z + an_lcn—l(CD)Z 44
ach(CD)z + alC(CD)Z =0
o Ccv1icP + a,_,C"2CP + -+ a,CCP

+a,C? =0 (6)
Dengan menggunakan Definisi 11l pada poin
(8) dimana CP*CcP =P, sehingga

diperoleh sebagai berikut.

C"2+a,_4C" 3+ +a,CCP +a,CP

©C"2+a, "3 +a,_,C"*

+ap3C"5 4 4 Ay, CTP
+an_p41CV P+ a, , P2
+ap_p-1C"P73 4t @y, CP

+(aps1CP + apCP~t + ap 1 CP72 + - +

a,C + ay1,)CP =0

Misalkan

—M =C" %+ a,1C" 3+ +a,,CP

M=—(C"2+a,,C" 3+ +ay,p)

= —C"2 =y 1C"3 — - —ay,, CP

A=0a,,1CP +a,CP 1 4+ a,C + a4l
Dimisalkan det (A) # 0, maka matriks A
memiliki invers.

—-M+ACP =0
ACP =M
cl=4"m

langkah-langkah secara lengkap dalam

mencari invers Drazin menurut penelitian [9]

adalah sebagai berikut:

(1). Dicari nilai p pada matriks C yang
memenuhi rank (CP) = rank(CP*1).
(if).Menentukan koefisien a;, dari polinomial
karakteristik pada matriks C, dimana
persamaan karakteristik matriks C adalah

det[Al =Cl ="+ a,_ A" 1+ +
a,A? + a; A
dengan k =0,1,2,3,...,n — 1.

(iii).Menentukan matriks A dengan
det(A) #0
A=a,,1CP +a,CP" 1 4+ a,C +
al,.

(iv).Menentukan koefisien b, dari
polinomial karakteristik pada matriks 4,
dimana persamaan karakteristik matriks
A adalah
det[Al —Al = A"+ bp_ A" 1+ +
b, A% + by A
dengank =0,1,2,3,..n— 1.

(v).Menentukan matriks A~ dengan teorema

Cayley Hamilton

A—l — _lAn—l _ bn_q An—Z _

o b2y
bo b by
_h
o, In-

(vi). Menentukan matriks M

M=—-C"2 —q, C"3—..—

ap42CP.
(vii).Menentukan matriks invers Drazin C?,

dengan C? = A1 M.

Contoh 111.6 Diberikan suatu matriks
singular C berordo 3 x 3
-1 2 0
c=11 0 1]
2 =21

Tentukan invers Drazin dari matriks C.

Penyelesaian:
Diketahui bahwa det (C) = 0.
Langkah 1 Akan dicari nilai p yang
memenuhi kondisi rank(C?) = rank(CP*1)
Dimisalkan nilai p adalah 1.

rank(C) = rank(C?)
Karena memenuhi maka indeks p = 1.

Langkah 2  Menentukan  polinomial
karakteristik dari matriks C.
A+1 2 0
det Ml -C)=| -1 212 -1
-2 AZ A 1 1
=(,1+1)|12 /1_11|—
(=2) |—2 A— 1|
=13-1

Didapatlaha, = a, =0,a; = -1
Langkah 3 Menentukan matriks A
Denganp =1,a, =0,a;, = 2dana, = -3
maka

A=0a,,1CP +a,CP~ 4+ a,C + a4l

A=al;
= -1
1 0 0 -1 0 O
=—1[0 1 0 =[O -1 O]
0 0 1 0 0 -1
Diketahui det (A) = =1 # 0.
Langkah 4  Menentukan  polinomial
karakteristik dari matriks A
A+1 0 0
det (Al —A)=| 0 A1+1 0
0 0 2A1+1
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B 1410
=@+D" " 141

=B +32%+31+1
Didapatlah by = 1,b; = b, = 3
Langkah 5 Menentukan A~1

A—lz_iAn—l_MAn—Z_..._ﬁA
bg bg by
1
_b_oln
Al=—2p2 b2yg Dy
b b bo
-1 0 07
=—1[0 -1 0] -
0 0 -1
-1 0 0 1 0 O
3[0 -1 O]—3[0 1 0]
0 0 -1 0 0 1
-1 0 0
=[0 -1 0]
0 0 -1
Langkah 6 Menentukan matriks M
M=—C"?%—=a, 1C"3 — - —a,,,C?P
-1 2 0
M=—C=—[1 0 1]
2 =21
1 -2 0
=[—1 0 —1]
-2 2 -1
Langkah 7 Menentukan matriks invers
Drazin
cl=4a"m
[—1 0 0 1 -2 0
=10 -1 0”—1 0 —1]
L 0 0o -1uL-2 2 -1
[—1 2 O
=11 0 1]
12 -2 1
Sehingga, diperoleh matriks invers Drazin
-1 2 0
dari matriks C adalah | 1 0 1].
2 =21
Contoh 111.7 Diberikan suatu matriks
singular C berordo 3 x 3
1 1—-i O
C=|[1+i 3 0]
2 —i 0

Tentukan invers Drazin dari matriks C.

Penyelesaian:
Diketahui bahwa det (C) = 0
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Langkah 1 Akan dicari nilai p yang
memenuhi kondisi rank(C?) = rank(CP*1)
Dimisalkan nilai p adalah 1
rank(C) = rank(C?)
Karena memenuhi maka indeks p = 1.
Langkah 2  Menentukan  polinomial
karakteristik dari matriks C.
A—-1 —-1+4i 0
-1-i A2-3 0
Tio1 Lisd
- — i
_(’D|—1—i 1-3
=3-422+2
Didapatlaha, = —4,a; = 1dana, =0
Langkah 3 Menentukan matriks A
Denganp =1,a, =0,a; = 1dana, = —4
maka
A=ay1CP +a,CP" -+ a,C + aql,
A=a,C+aql3
= —4C + 11,
1 1-i 0
1+ 3 0

2 —i 0
-3 —4+4i 0
= [—4 —4i —-11 0
-8 4i 1
Diketahui det (A) = 1 # 0.
Langkah 4  Menentukan
karakteristik dari matriks A
A+3 4—-4i 0
4+4i A+11 0
8 -4 A-1
A+3 4-—-4i
a (’1_1)|4+4i A+11
=A3+1312-131-1
Didapatlah by = —1,b; = —13 dan b, = 13
Langkah 5 Menentukan A~1

det (Al — C) =

=—4 +]10 1 O

100‘

polinomial

det (Al — A) =

Al=_Ltgn-1_bnayn2 D2y
bO bo b(]
by

_bOIn
Al=—Lpz b2y Dby
b, b, by 3
-3 —4+4i 0]?
=1|—-4—4i -11 0
-8 4i 1
-3 —4+4i 0
+13|—4 — 4i -11 0| —
-8 4i 1

1 0 0
13(0 1 0

0 0 1
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-11 4—-4i 0
=| 4+4i -3 0
—72—-16i 32-20i 1

Langkah 6 Menentukan matriks M

M=—-C"%—=a, 1C"3 = —a,.,CP
1 1-i 0
M=-C=-|1+i 3 0‘
2 —i 0
-1 —-1+i 0
= [—1 —i -3 0
-2 i 0
Langkah 7 Menentukan matriks invers
Drazin
Cl =AM
[ —11 4—-4i 0
=| 4+4i -3 0]
[—72 —16i 32—-20i 1
[ —1 -14+i 0
—1-i -3 0]
-2 i 0
3 -14+i 0
=|-1-i 1 O]
[184+4i —-8+4+5i 0
Sehingga, diperoleh matriks invers Drazin
dari matriks C adalah
3 -14+i 0
—1-i 1 0].
18+4i —-8+50 0
IV. KESIMPULAN
Berdasarkan  penelitian yang telah
dilakukan, maka diperoleh kesimpulan

bahwa invers dari matriks singular dapat
ditentukan dengan menentukan invers Drazin
menggunakan Teorema Cayley Hamilton
dengan memenuhi kondisip < n — 1.
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